CAPITULO 2

Diferenciacion

—De acuerdo— —dijo Mente Profunda—. La respuesta a
la Gran Pregunta...

—iSi...!

—l de la Vida, el Universo y el Todo —afiadi6 Mente
Profunda

—iSt...|

—Fs... —continué Mente Profunda, e hizo una pausa.
—ij¢Si..7?!

—Cuarenta y dos —afirmé Mente Profunda, con infinita
calma y majestad.

—ijCuarenta y dos! —se lament6 Loonquawl—. ;Eso es
todo lo que tienes que decir tras un trabajo de siete millo-
nes y medio de afios?

—Lo he comprobado a fondo —dijo el computador—, y
esa es la respuesta definitiva. Pienso que el problema, pa-
ra ser franco contigo, es que nunca supiste realmente cudl
era la pregunta.

Douglas Adams (1952-2001)
de The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy

Introduccion El calculo considera dos problemas fundamentales. El problema
de las pendientes consiste en calcular la pendiente de (o recta tangente a) una curva
dada en un determinado punto de dicha curva, El problema de las dreas consiste
en calcular el rea de una regién plana limitada por curvas y rectas. El célculo dife-
rendial se ocupa de la solucién al problema de las pendientes. Como veremos, este
problema tiene muchas aplicaciones en matematicas y en otras disciplinas, De pro-
blema de las areas se ocupa el cilculo imtegral que consideraremos a partir del Ca-
pitulo 5.
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Rectas tangentes y sus pendientes

En esta seccién consideraremos el problema de obtener una recta L tangente a una curva C en un
punto P. Como ocurre a menudo en matematicas, el paso més importante en la solucién de un
problema fundamental es la definicién adecuada del mismo.

Por simplicidad, y por evitar ahora ciertos problemas que consideraremos posteriormente, no
consideraremos la clase general de curvas, sino sélo aquellas que son grdficas de funciones con-
tinuas. Sea C la gréafica de y = f(x) y sea P el punto (xo, yo) sobre la curva C, de forma que
Yo = f(xg). Supondremos que P no es un extremo de C. Por tanto, C se extiende una clerta dis-
tancia a ambos lados de P (véase la Figura 2.1).

¢Qué significa que la recta L es tangente a C en P? Nuestra experiencia en rectas tangentes a
circunferencias no nos ayuda para definir tangentes a curvas mas generales. Una recta tangente a
una circunferencia tiene las siguientes propiedades (véase la Figura 2.2):

(i) Corta a la circunferencia en un tnico punto.
(if) Toda la circunferencia queda a un tnico lado de la recta,

(i) La tangente es perpendicular a la recta que une el centro de la circunferencia con el punto
de contacto.

Figura 2.1 L es tangente a Cen P, Figura 2.2 [ estangente a Cen P.

La mayoria de las curvas no tienen centros obvios, de forma que la condicién (iii) no es de utili-
dad para caracterizar sus tangentes. En las curvas que se muestran en la Figura 2.3 las condicio-
nes (i) y (ii) tampoco se pueden usar para definir tangentes. En particular, la Figura 2.3(d) mues-
tra una curva que no es «suave» en P, de forma que la curva no puede tener tangente en ese
punto. La recta tangente debe tener la misma «direccién» que la curva en el punto de tangencia.

La definicién razonable de tangente debe establecerse en términos de limites. Si Q es un
punto de C diferente de P, la recta que pasa por P y Q se denomina secamte Fsta recta gira
sobre P a medida que Q se mueve por la curva. Si L es la recta que pasa por P cuya pendiente es
el limite de las pendientes de las secantes PQ a medida que Q se aproxima a P por la curva C
(Figura 2.4), se dice que dicha recta L es la tangente a la curva C en el punto P.

Como C es la gréfica de la funcién y = f(x), entonces las rectas verticales sélo pueden cruzar
a C una vez, Como P = (xy, f(xg), un punto diferente Q de la grafica debe tener una coordena-
da x diferente, por ejemplo x, + h, siendo k 5 0. Por tanto, Q = (xy + h, fx; + 4)), y la pen-
diente de la recta PQ es

Sl + h) = o)
h

Esta expresion se denomina cociente de Newton o cociente de difevencias de f en x,. Noétese
que k puede ser positivo o negativo, dependiendo de si Q esté a la derecha o a la izquierda de P.
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(a) Yt (b)

(c) Yt (d)
= c Figura 2.3

(a) L corta a C sdlo en P, pero no es
' fangente a C.
P (b) L corta a C en varios punios, pero
solo es tangente a C en el punto P,

P {c) L es tangente a C en P, pero corta
también a la curva en P,

(d) Muchas rectas cortan a C sélo en
P, pero ninguna de ellas es

b x tangente a C en P,

Figura 2.4 |as rectas secantes PQ se aproximan
a larecta tangente L a medida que O se aproxima

X X0+ h * aPoporlacuva C

DEFINICION 1 Tangentes no verticales
Supongamos una funcién f continua en x = xp y que existe
i £ %0 ) _f(xo}=m

h=0 h

Entonces la recta de pendiente m que pasa por el punto P = (xq, f(x;)) se denomina recta

tangente (0 simplemente tamgente) a la grifica de y = f(x) en el punto P. Una posible
ecuacién de la tangente es

y=mk —x) + 3
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]

a

m Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x* en el punto (1, 1).
Solucién En este ejemplo f(x) = x% xp = 1, e yo = f(1) = 1. La pendiente de la tangente pedida es:

s 2
I (] iU (5
h—D h h=D h
B 1+2h+H -1
g h
2h +
=le‘& 'S

=lim 2+ k) =2
h=0

h=0

De acuerdo con lo anterior, la ecuacién de la recta tangente en (1, ) es y=2k — 1)+ L, oy=2x— 1.
Véase la Figura 2.5,

v

(1,1
y=2xr—1

¥

7 +  Figura 25 Tangente a la curva y = x* en el punio (1, 1).
|

La Definicién 1 considera sélo tangentes que tienen pendientes finitas y, por tanto, que no
son verticales. Es también posible que la grafica de una funcién tenga una tangente vertical.

m Considere la gréfica de la funcién f(x) =3x =x', que se muestra en la Figura 2.6. La

grafica es una curva suave, y parece evidente que el eje y es tangente a esta curva en el arigen. Calculemos
el limite del coclente de Newton para f en x = 0,

0+ k) —f(0 e 1
Rl h k=0 h B0 B

Aunque el limite no existe, la pendiente de la recta secante que pasa por el origen y por cualquier otro
punto @ de la curva tiende a infinito cuando Q se aproxima al origen por cualquier lado de la curva.

Figura 2.6 El eje y es tangente a y = x"* en el origen.
||

m Por ofra parte, la funcién f(x) = x*7 cuya grafica se muestra en la Figura 2.7, no tiene
tan

gente en el origen porque no es «suave» en ese punto, En este caso el cociente de Newton es

SO+8 -0 8 1
R
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que no tiene limite cuando A tlende a cero (el limite por la derecha es oo y por la izquierda es — o). Se
dice que la curva tiene un wértice en el origen. Un vértice es un punto infinitamente agudo. Si viajdramos
por la curva, al llegar al origen tendriamos que parar y girar 180°.

y

Figura 2.7 Esta grafica no tiene tangente en el origen,

A la luz de los dos ejemplos anteriores, podemos extender la definicién de recta tangente para
contemplar el caso de tangentes verticales:

DEFINICION 2 Tangentes verticales
Supongamos una funcién f continua en P = (xg, yp), siendo yy = f(xy); si

lim fleg + h) —f(xo}=oo o ]jmf(xﬂ“i"h} *fr«'fo}: _

h—0 h B0 h

entonces la recta vertical x = x; es tangente a la grafica de y = f(x) en P. Si el limite del
cociente de Newton no existe y la causa es otra diferente a la de valer oo 0 — o0, la gréafica
de y = f(x) no tiene tangente en el punto P,

ST LN Tiene la grafica de y = |x| tangente en x = 0?
Solucién En este caso el coclente de Newton es:

IO-H’I_IGI—M—S i 1, si h=0
h h en —1, st h<O

Como sgnh tiene limites diferentes por la izquierda y por la derecha en x = 0 (concretamente, 1y —1), el
coclente de Newton no tiene limite cuando & — 0, por lo que y = |x| no tiene recta tangente en (0, 0) (véase
la Figura 2.8). La gréfica presenta un quiebro en el origen, cambia siubitamente de direccion y no es suave
en ese punto, Las curvas solo tienen tangentes en los puntos donde son suaves, Las gréficas de y = x*° e

» = |x| tienen tangentes en todos sus puntas excepto en el origen, que es el punto donde no se comportan
suavemente,

V4

y = |x|

Figura 2.8 y = |x| no tiene tangente en el origen.
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DEFINICION 3 Pendiente de una amrva

La pendiente de una curva C en un punto P es la pendiente de la recta tangente a C en P
si existe dicha recta tangente, Concretamente, la pendiente de la grafica de y = f(x) en el

punto x; es
h.mf(xo +h) — fixd)

h—0 h

m Calcule la pendiente de la curva y = x/(3x + 2) en el punto x = —2,
Solucién Six = —Z2, entonces y = 1/2, y la pendiente pedida es

—2+k 1
3_
oy 3C2tmtz 2
=0 h

—4+2h—{—8+34+2)
B0 2(—6 +3h+ 2)h

—h ~1

1
= lim im =
a0 2h(—A4+3k) a-02(—4+3h) 8

Normales

Si una curva C tiene una recta tangente L en un punto P, la recta perpendicular a L que pasa por
P se denomina meemal a C en P. Si L es horizontal, entonces N es vertical, y si L es vertical,
entonces N es horizontal. Si L no es ni vertical ni horizontal, entonces, como se indica en la Sec-
cién P.2, la pendiente de N es el inverso cambiado de signo de la pendiente de L, es decir,

=1
pendiente de la tangente

pendiente de la normal =

ST TN Calcule 1a ecuacién de la normal a y = x2 en el punto (1, 1).

Solucién Como vimes en el Ejemplo 1, la tangente a y = ¥* en (1, 1) tiene pendiente 2. Por tanto, la
pendiente de la normal es —1/2, y su ecuacién es

! ) +1 *4
y= 2(x ) o J=ey

SELTILW A Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y=./x en el punto (4, 2).
Solucién La pendiente de la tangente en (4, 2) es (Figura 2.9)

.z4+h—2_nm WWA+h—2(/1+h+2

m = lim
h=sD h h=D B A+ h+2)
. 4+h—4
h=0 (/4 +h+2)
1 1

= lim

o fith+z 4



La ecuaci6n de la recta tangente es
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Figura 2.9 Tangente y normal a y = \/; en el punto (4, 2).

1
y=1(x—4)+2 o x—4dy+4=0

y la normal tiene pendiente —4 y, por tanto, su ecuaci6n es
y=—4x—-4)+2 o y=-—-4x+18

Ejercicios 2.1

En los Ejercicios 1-12, calcule la ecuacién de la recta
tangente a la curva dada en el punto indicado,

1.y=3—1len(l,2 2 y=x/2en (a, a2

R y=='—5en(2 3 4dy=6—x—renx=-2

1
Sy=x+8enx=-2 ﬁ.y=x2—+1en({]. 1

1
T.y=/x+lenx=3 & y=——7enx=9

/=

2x
ﬂ.y—mmx—E 10 y=_/5—-Lenx=1

1 ¥ 12 ! !
< ¥=X ENX =X y—xen a.a

(Tienen las graficas de las funciones f de los Ejercicios

13-17 tangentes en los puntos dados? Si es asi, Jcuél es la

recta tangente?

18 f@=lenx=0 14 f)=4—D*"enx=1

158 f@)=(x+2* enx= -2
16 f@x)=|x*—1]enx=1
Jx st x>0

11fw={—Jt;sixc0mx=O

18 Calcule la pendiente de la curvay = x* — 1 enel punto

x = xg. ;Cudl es la ecuacién de la tangente a
y =x* — 1 cuya pendiente es — 37

19. (a) Calcule la pendiente de y = x* en el punto x = a.

(b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a
y = x" cuya pendiente es 3.

20. Calcule todos los puntos de la curva y = x* — 3x cuya

tangente es paralela al eje x,

21. Calcule todos los puntos de la curvay =x* —x + 1
cuya tangente es paralela a la recta y = 2x + 5.

22 Calcule todos los puntos de la curva y = 1/x cuya
tangente es perpendicular a la recta y = 4x — 3,

23. ;Para qué valor de la constante kes larectax + y =4
normal a la curva y = ¥2?

24. ;Para qué valor de la constante k las curvas y = kx* e
y =k(x — 2)® se cortan formando &ngulas rectos?
Sugerencia: ;Dénde se cortan las curvas? ;Qué valen
sus pendientes alli?

Utilice una herramienta grafica para dibujar las sigulentes
curvas, jDénde tienen las curvas tangente horizontal? ;Hay
algiin punto donde las curvas no tengan tangente?

25 =G —2° B8 28 y=27-32—12+1 &8

27.y =|2—1|—x &% 28 y=|x+1|—|x—1| &8

2. y=("—1)" B8 30 y=(— 1) 5§

+31. Si la recta L es tangente a la curva C en el punto P,
entonces el minimo angulo entre L y la secante PQ
entre P y otro punto 0 de C tiende a 0 cuando Q se
acerca a P por la recta C. /Es clerto lo contrario: si el
angulo entre PQ y la recta L (que pasa por P) tiende a
0, debe ser L tangente a C?

+32, Sea P(x) un polinomio, Si 4 es un nimero real,

entonces P(x) se puede expresar de la forma

Pl) =ay+ alx — a) +alx — a)* + -+ + a,(x — a)"
para algin n > 0, Si £(x) =m{x — a) + b, demuestre
que la recta y = €(x) es tangente a la grafica de

y=P(x) en x=a siempre que P(x) —€{x) = (x—a)*Q),
siendo Q(x) un polinomio,
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2.2

La derivada

Una linea recta tiene la propiedad de que su pendiente es la misma en todos sus puntos. Sin em-
bargo, en cualquier otra curva la pendiente puede variar de un punto a otro. Por tanto, la pen-
diente de la gréfica y = f(x) en el punto x es a su vez una funcién de x. Si en un punto x de una
gréfica, la pendiente es finita, se dice que f es diferenciable, y se denomina a la pendiente deri-
vada de f. La derivada es, por tanto, el limite del cociente de Newton.

DEFINICION 4
La derivada de una funcién f es otra funcién f* definida como
+ ) —
i) =T fx+h) = f&x)
h—0 h

en todos los puntos x donde el limite exista (sea un niimero finito). Si existe f*(x), se dice
que f es diferendiable en x.

El dominio de la derivada f* (léase «f prima») es el conjunto de nimeros x del dominio de f
donde la gréfica de f tiene una tangente no vertical, y el valor f (x,) de f* en un punto x, es la
pendiente de la tangente a y = f(x) en dicho punto. Por tanto, la ecuacién de la recta tangente a

y =f(x) en el punto (xo, flxg) es
¥ =flxg) + f o) (x — xp)

El dominio 9(f") de f* puede ser menor que el dominio 9(f) de f dado que aquél contiene sélo
los puntos de 9(f) donde f es diferenciable, Los valores de x en 9(f) donde f no es diferencia-

ble y que no son extremos de 9(f) se denominan pumtes singulares de /.

Observacion El valor de la derivada de f en un punto particular x; se puede expresar como
un limite de dos formas:
iy 7 S

f%}z}.]ﬂn h=xy X — Xp

En el segundo limite x;, + 4 se sustituye por x, de modo que 2 = x — xp, y la condicién £ — 0 es
equivalente a x — x,,

El proceso de calcular la derivada f" de una funcién dada se denomina diferemciacién. Mu-
chas veces se puede dibujar la grafica de f directamente a partir de la de f visualizando las
pendientes, procedimiento que se denomina diferemciacién grafica En la Figura 2.10 las gréfi-
cas de f'y g’ se obtienen midiendo las pendientes de los correspondientes puntos de las graficas
de f y g que hay encima de ellas. El valor de la grifica y = f'(x) en x es la pendiente de la
grafica de y = f(x) en x. Nétese que —1 y 1 son puntos singulares de £ Aunque f(—1) y f(1)
estdn definidos, f(—1) y f (1) no estan definidos. La grafica de f no tiene recta tangente en
—1nien 1.

Una funcién f es diferenciable en un conjunto § si es diferenciable en todo punto x de §. En
general, las funciones que encontramos estan definidas en intervalos o en uniones de intervalos,
Si f esta definida en un intervalo cerrado [a, b], la Definicién 4 no contempla la existencia de
derivada en los extremos x =a o x = b (;por qué?). Como hicimos para la continuidad en la
Seccién 1.4, vamos a extender la definicién considerando la derivada por la derecha en x = a

y la derivada por la izquierda en x = b:

fla+h) —fla)
- .

flg +H) = fr) _
h

f&+h) - f)
h

fila) = a]_{{]n_'_ f-(b) = a]_{l{']n_
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y
y=gx)
(1, )

¥y = flx)

(—1.—1) I

pendiente m

(—1. 1) (1, 1)
—T= y=g'tx)

\ a

L X X
(1, —1) .
—— (D

(—1,—1) I
v=fx)

altura m Figura 2.10 Diferenciacion grafica,

Diremos ahora que f es diferendiable en [q, b] si existe f'(x) para todo x en (a, b) y existen
también £, (a) y f(B).

Algunas derivadas importantes

Presentaremos a continuacién algunos ejemplos de calculo algebraico de derivadas a partir de su
definicién. Algunos de los ejemplos seran los bloques bésicos a partir de los cuales construire-
mos derivadas mas complicadas. Se recogen en la Tabla 1, que se presentara posteriormente en
esta seccién, y es conveniente memorizarlas.

m (Derivada de una fimcidn lineal) Demuestre que si f(x) = ax + b, entonces f(x) = a.
Solucién H resultado es evidente observando la grafica de f (Figura 2.11), pero realizaremos el calculo

utilizando la definicién:
o St h -

y )= ll_l}'é B T—
i alx +h) +b —(ax + b)

=0 h
/ yv=flx)=ax+#b
ah
7 ; o=t
.1.
v=f(x)=a
p Figura 2.11 La derivada de la funcién lineal f{x) = ax + & es la funcién constante

&) =a
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Un caso especial importante del Ejemplo 1 es que la derivada de una funcién constante es la
funci6n cero:

Si g(x) = ¢ (constante), entonces g'(x) =0
G Utilizando la definicion, calcule las derivadas de
@ /0 =5 B W=7 y © k)=

Solucién Las Figuras 2.12-2.14 muestran las gréficas de las funciones y de sus derivadas.

¥y ¥4 ¥y

y=Flx)=2x

X

Figura 2.12 La derivada de f(x)=x" Figura 2.13 La derivada deg{x}= 1x  Figura 2.14 La derivada de k{x)=./§
es f'(x) = 2x. esg'lx) = — /¥ es K@) = 1/2,/%).

k_
& £ = i LEEH =IO

h—0 h
+ h)? — &
o ETR A
h—0 h

20y + B

=lim (2x + &) = 2x

h=0 h h=0

b o = tim £5 0 80

E—0 h

x—(x+h 1 1

e hix+ Bx  rs0 (x+ h)x x°
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(©) ¥&) = lim

h—0

- L
h=0 h

=11me_"£me+‘/;
h=0 h Jrth+Jx

- lim x+h—x - lira 1 1
a0 h(fxth+ ) 0t Jx 2k

Nétese que k no es diferenciable en el punto x = 0.

kb + h) — k&)
h

Las tres derivadas calculadas en el Ejemplo 2 son casos particulares de la regla general de la
potendia

Si f(x) = x", entonces filx) =m"!

Esta férmula, que verificaremos en la Seccién 3.3, es vélida para todos los valores de r y x para
los que X' tenga sentido como nimero real.

IEETEE] iferenciacion de potencias)

5 5
Si flx) =x°7, entonces f(x) = 5 gL 3 »*13 para todo x real,

1 1 1
Si glr) =$= ¢~ % entonces g'(f) = —EI_“’Q}_’= —Ez_m para t > 0,

Posteriormente demostraremos todos los casos de la regla general de la potencia. Por ahora ofre-
cemos una demostracién del caso » = n, un entero positivo, basada en la factorizacién de una
diferencia de potencias n-ésimas.

@ -b=@a-B@ '+a"h+a B+ +ab" i+ b

(Compruebe que la férmula es correcta multiplicando los dos factores del miembro derecho). Si
fG)=x a=x+hyb=x entoncesa—b=nhy

F R —
f'(x}=]im&+
A ntérﬂ]yos
e RGe + A" + (e + B2+ G+ B3R A e+ 00 1]
=0 h
— nx”"l

En la Seccién 2.3 se presentard una prueba alternativa basada en la regla del producto e induc-
cién matematica. El método de factorizacién utilizado anteriormente se puede utilizar también
para demostrar la regla general de la potencia para enteros negativos, » = —n, e inversos de en-
teros, » = 1/n (véanse los Ejercicios 50 y 52 al final de esta seccién).
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SN (Diferenciacién de la fumcidn valor absolute) Verifique que:
Si f(x) = |x]|, entonces [(x) = L= Sgnx

x|

Solucién Tenemos que

f&) =

Por tanto, teniendo en cuenta el Ejemplo 1 anterior, f'(x) =1six >0y f(x) = —1six < 0. Ademés, el
Ejemplo 4 de la Seccién 2.1 demuestra que f no es diferenciable en x = 0, que es un punto singular de f.
Entonces (véase la Figura 2.15),

X, si x=0
—x, s x<0

1, si x>{]_x

f(x)={_1' o x{:{]—m=sg]x

X

y=k'(x) =sgnx

Figura 2.15 La derivada de |x| es sgnx = x/|x|.

La Tabla 1 muestra las derivadas elementales calculadas hasta ahora. A partir de la Seccién 2.3
desarrollaremos reglas generales para calcular derivadas de funciones que se obtienen combinan-
do funciones mas simples. De esa forma, raramente tendremos que recurrir a la definicién de de-
rivada ni al calculo de limites para obtener derivadas. Es importante, sin embargo, recordar las
derivadas de algunas funciones elementales, Conviene memorizar las de la Tabla 1.

Tabla 1. Algunas funciones elementales y sus derivadas

/&) S &)
¢ (constante) 0
x 1
xt 2x
1 1
: 2 (x#0)
J; 1 (x > 0)
2./x
x rX " (! eal)
x

Notacion de Leibniz

Como las funciones se pueden escribir de diferentes formas, resulta de utilidad tener mas de una
notacién para representar las derivadas. Si y = f(x), se puede usar la variable dependiente y para
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representar la funcién, e indicar la derivada de dicha funcién con respecto a x de alguna de las
siguientes formas:

Dy=y=2=2 s9 = 16) = D.s0 = Dt

En las formas que usan «D.» se puede omitir el subindice x si la variable de diferenciaci6n es
obvia. Frecuentemente, la forma mas conveniente de referirse a la derivada de una funcién dada

d
explicitamente como una expresién en la variable x es escribir e delante de la expresién. El

d
simbolo s el operador diferencial y debe leerse «derivada con respecto a x de ...». Por ejem-

plo,
%xg = 2x (la derivada con respecto a x de x* es 2x)
d 1
P x .~ A
dx 2./x
;tt“’” = 100£"°

d
si y = u°, entonces Ey = 3/

El valor de la derivada de una funcién en un punto particular x, de su dominio se puede ex-
presar también de diversas formas:

d
vaL_ =y'L_ =%L_ =£ﬂr}l>_ = P = DL

El simbolo L se denomina simbolo de evaluacién Significa que la expresion que lo precede

debe ser evalljéuda en x = x,. Por ejemplo,

ix‘ql' = 45
-]

T TR
g =4(-1) 4

xm= =]

No hay que confundir las expresiones

d d
x/® Yy 0

x== xg

La primera expresion representa a la funcién, f (x). La segunda representa un nimero, f(xy).

Presentamos a continuacién otro ejemplo en el que la derivada se calcula a partir de la defini-
cién, esta vez para una funcién algo méas complicada.

m Utilice la definicién de derivada para calcular % (ﬁ)\xﬁ
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Solucién Podriamas calcular% (ﬁ) y sustituir después x = 2, pero es mas sencillo poner x = 2 en

la expresién del coclente de Newton antes de tomar al limite:

2+ h 2
d 2+ mZ+1 22+1
#(F).m
de\x2+1)|._p &0 h
_2th 2
. 5+4h+h® 5
T heD h

5@+ k) 25+ 4 +h)
i = 5(5 + 4h + KDk

— 3 — 2K°
_H5(5+4h+h2)k
e fm S 2h 3
T he05(5+ 4k + kD) 25

Las notaciones dy/dx y i f(x) se denominan motaciones de Leibmiz de la derivada, tras el tra-

bajo de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), uno de los creadores del cdlculo, que utilizé
esas notaciones. Las ideas principales del calculo fueron desarrolladas independientemente por
Leibniz e Isaac Newton (1643-1727). Newton utiliz6 notaciones similares a las primas (/) que

hemos usado aqul.

La notacién de Leibniz viene sugerida por la definicién de derivada. El cociente de Newton
[f G + B) — f(x)]/h, cuyo limite se toma para calcular la derivada dy/dx, se puede escribir en la
forma Ay/Ax, donde Ay = f(x + h) —f(x) es el incremento de y, y Ax=(x+h) —x=hesel
correspondiente incremento de x cuando se pasa del punto (x, f(x)) al punto (x + A, flx + h)) en
la grafica de x (véase la Figura 2.16). A es la letra griega delta maytiscula. Utilizando simbolos:

dy Ay
dx a0 Ax
dv
diente —
pendiente o
pendiente E
Ax
I
I
1Ay
: M
"""""""""" B
| I
| I
| I
| [
| I
[ I
[ I
| I
| 1
' ‘ dy Ay
| ! Figura 216 — = lim —,
% x+h x '9 dx  Ax—0 Ax
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Diferenciales

El cociente de Newton Ay/Ax es realmente un cociente de dos cantidades, Ay y Ax. Sin embargo,
no est claro del todo que la derivada dy/dx, el limite de Ay/Ax cuando Ax tiende a cero, se pue-
da considerar como un cociente. Si y es una funcién continua de x, entonces Ay tiende a cero
cuando Ax tiende a cero, por lo que dy/dx parece ser la cantidad sin sentido 0/0. No obstante, a
veces resulta de utilidad referirse a las cantidades dy y dx, de forma que su cociente es la deriva-
da dy/dx. Esto se puede justificar considerando dx como una nueva variable independiente (deno-
minada diferendial de ¥ y definiendo una nueva variable dependiente dy (denominada diferen-
dal de y), como una funcién de x y de dx de la siguiente forma:

dy
dy=_ dx=f{)dx
Por ejemplo, si y = x*, se puede escribir dy = 2x dx, significando lo mismo que dy/dx = 2x. La
notacion diferencial se utilizara en la interpretacion y operacién con integrales al comienzo del
Capitulo 5.

Notese que, tal como han sido definidos, los diferenciales son simplemente variables que
pueden ser pequefios en valor absoluto o no serlo. Los diferenciales dy y dx se utilizaron inicial-
mente por Leibniz (y sus sucesores) para representar cantidades «infinitesimales» (cantidades in-
finitamente pequefias, pero no cero), cuyo coclente dy/dx produce la pendiente de la tangente
(una recta secante que pasa por dos puntos infinitamente préximos de la gréafica y = f(x)). Se
puede demostrar que esas cantidades «infinitesimales» no pueden existir (como nimeros reales).
Es posible ampliar el sistena de numeracién para que pueda admitir infinitesimales, y utilizarlos
para desarrollar el cdlculo, pero no seguiremos esta linea.

Las derivadas tienen la propiedad del valor medio

(Es una funcién f definida en un intervalo I necesariamente la derivada de otra funcién definida
en I? La respuesta es negativa. Algunas funciones son derivadas y otras no. Aunque una deriva-
da no tiene que ser una funci6n continua (véase el Ejercicio 18 de la Secci6n 2.8), debe tener la
propiedad del valor medio, como una funcién continua: en un intervalo [a, b], la derivada f'(x)
debe tomar todos los valores entre f*(a) y f(b) (véase el Ejercicio 19 de la Seccién 2.6 para una
demostracién), Una funcién escalén definida en toda la recta real, como la funcién de Heaviside
H(x) considerada en el Ejemplo 1 de la Seccién 1.4 no tiene esta propiedad, por ejemplo, en el
intervalo [—1, 1], por lo que no puede ser la derivada de una funcién en dicho intervalo. Este argu-
mento no es aplicable a la funcién signo, que es la derivada de la funcién valor absoluto en cualquier
intervalo (véase €l Ejemplo 4), incluso aunque no tenga la propiedad del valor medio en un intervalo
que contenga al origen. Noétese, sin embargo, que la funcién signo no estd definida en el origen.

Si g(x) es una funcién continua en un intervalo 7, entonces g(x) = f(x) para alguna funcién f
que sea diferenciable en I. Volveremos sobre este hecho en el Capitulo 5 y lo demostraremos en
el Apéndice IV,

| —

Figura 2.17 Esta funcién no es una derivada en [ —1, 1]. No tiene la propiedad
del valor medio,
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Ejercicios 2.2

Dibuje aproximadamente las gréficas de las derivadas de
las funciones de los Ejercicios 1-4.

1. La funcién f dibyjada en la Figura 2.18(a).
2. La funcién g dibujada en la Figura 2.18(b).
3. La funcién A dibujada en la Figura 2.18(c).
4. La funcién k dibujada en la Figura 2.18(d).

& ;D6nde es diferenciable la funcién f de la Figura
2.18(2)?

€ ;Ddnde es diferenciable la funcién g de la Figura
2.18(b)?

Y4 (a) ¥ (b)

y= fix)

L7

y=gix)

/1N

\ x

—

(c) : (d)

v =hix) vy =k{x)

Figura 2.18

Utilice una herramienta grafica que permita la
diferenciacién para dibujar las graficas de las funciones
siguientes y de sus derivadas. Observe las relaciones entre
las graficas de y y de y' en cada caso. ; Qué caracteristicas de
la gréfica de y se pueden deducir a partir de la grafica de y7

-1y 8y=£-3+2+1[a%
=f—x K8 10y=|2-1-12-4] @Y

En los Ejercicios 11-22, calcule la derivada de las
funciones dadas aplicando directamente la definicién de
derivada,

M y=x—3%

Tny=3x_

12 f(x) =1+ 4x— 57

1
14 s=—-H

= 3+ 4

15 Flf) = J2t + 1 lﬁf(x)=%\:‘2—x
17.y=x+l 18 - =
x 1
19. Flx) = ! 20. i
1+ 2 A
1 £F—3
2.y= 29 =___ "
y s 7@ Fas

23. ;Como deberfa definirse la funcién f(x) = xsgnx en
x = 0 para que sea continua en ese punto? ;Seria
entonces diferenciable en dicho punto?

24 ,Como deberfa definirse la funcion g(x) = x*sgnx en
x = 0 para que sea continua en ese punto? ;Serfa
entonces diferenciable en dicho punto?

25. ;Ddnde no es diferenciable la funcién
hix) = |x* +3x + 22

28. Utilizando una calculadora, calcule la pendiente =
de la recta secante a y = x° — 2x que pasa por los (&8
puntos correspondientes a x =1 y 1 + Ax, para varios
valores de Ax de tamafio decreciente, por ejemplo

Ax= 10,1, £0,01, +£0,001 y +0,0001 (haga una
tabla), Calcule también% (x* — 2x) L utilizando la
definicién de derivada,

1
27. Repita el Ejercicio 26 para la funcién f(x) =
ylos puntos x =2 y 2 + Ax. ==

Utilizando la definicién de derivada, calcule las ecuaciones
de las rectas tangentes a las curvas de los Ejercicios 28-31
en los puntos que se indican.

28 y =5 + 4x — x* en el punto donde x =2
28, y = . /x + 6 enel punto (3, 3)

H
30y = g melpmtodonder——

2
ﬂ.y=menel punto donde ¢ = g
Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios
32-37 utilizando la regla general de la potencia. jDénde es
vilida cada derivada?

2 f)=x"" 38 glr) = ¢
M y=x" 385 y=x1#
3§, (275 87, l19/



En los Ejercicios 38-48 se pueden utilizar las férmulas de
derivadas obtenidas en esta seccién.

= Calcule% Js 38, Calcule F(3) st F(x]l=l
X

s=9

40. Calcule f(8) si flx) =x~ %

4. Calcule dy/dt| sl y=¢""

t=4
42 Calcule la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=./xenx=x

48. Calcule la ecuacidén de la recta normal a la curva
y=l/xenel punto x = a.

44 Demuestre que la curva y = x” y la recta x + 4y = 18
se cortan formando un angulo recto en uno de sus dos
puntos de interseccién. Sugerencia: Calcule el producto
de sus pendientes en uno de sus dos puntos de
intersecci6n,

45. Hay dos rectas distintas que pasan por el punto (1, —3)
y son tangentes a la curva y = x%. Calcule sus
ecuaciones, Sugerencia: Dibuje una grafica, No se dan
los puntos de tangencia, Denominelos (a, a®).

48. Calcule las ecuaciones de dos rectas que tengan
pendiente —2 y sean tangentes a la grafica de y = 1/x.

47. Calcule la pendiente de una recta que pase por el punto
(—2, 0) y sea tangente a la curva y = \/}

»48 Demuestre que existen dos tangentes distintas a la
curvay = x“ que pasan por el punto {(a, b) suponiendo
que b < &*. ;Cuéntas tangentes pasan por el punto
(@, b) sih=a"?;Y sth>d?

+48. Demuestre que la derivada de una funcién impar

diferenciable es par y que la derivada de una funcién
par diferenciable es impar,

3L Demuestre el caso r = —n (siendo n un entero
positivo) de la regla general de la potencia. Es decir,

demuestre que
d -n —n—1
.
yJJ Reglas de diferenciacion
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Utilice la férmula de factorizacién de una diferencia
de potencias n-ésimas dada en esta seccién.

+5l. Utilice la férmula de factorizacion de una diferencia
de cubos:

@’ —b'=(a—b)d +ab +b’)
como ayuda para calcular la derivada de f(x) = x'?
utilizando directamente la definicién de derivada.
+32 Demuestre la Regla General de la Potencia para dix X

siendo = 1/n y n un entero positivo, Sugerencia:

a-u - [x + jﬂ Lim xlfn
e [
(x + k] Ijm _xllhr

= lim
w0 (G + h)Fy" — (2
Aplique la férmula de factorizacién de una diferencia
de potencias n-ésimas al tltimo cociente,

38. Obtenga una demostracién de la regla de la potencia

d

5 X" =gyt !
para enteros positivos » utilizando la férmula del
binomio de Newton:

s e By nln—1)
bt A =a"+ 2 a TRt =

nln—1)(n—2)
1x2x%x3

+*34. Utilice las derivadas por la izquierda y por la derecha,
f+(a) y f_(a) para definir el concepto de una
semirrecta con origen en (a, f(a)) que es tangente por
la izquierda o por la derecha a la grafica de f en
x = a. Demuestre que la grafica tiene tangente en
x = a sl y s6lo si tiene tangentes por la izquierda y
por la derecha que son dos partes de una misma recta.
(Cudles son las tangentes por la izquierda y por la
derecha a las gréficas de y =x'3, y =Py |x| en
x=0?

xn—Eh.‘Z

[T R

Si hubiera que calcular todas las derivadas utilizando la definicién, como en los ejemplos de la
Seccién 2.2, el célculo serfa sin duda una materia penosa, Afortunadamente, hay una forma méas
facil. Desarrollaremos varias reglas de diferenciacion generales que nos permitiran calcular las
derivadas de combinaciones complicadas de funciones de forma mas sencilla, sin més que cono-
cer previamente las derivadas de algunas funciones elementales que vimos en la secci6n anterior.

+1

Por ejemplo, vamos a ser capaces de calcular la derivada de T sin més que conocer las
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derivadas de x* y de \/:_c Las reglas que desarrollaremos en esta seccién nos permitiran diferen-
ciar sumas, productos por una constante, productos y cocientes de funciones cuyas derivadas ya

conozcamos. En la Seccién 2.4 aprenderemos a diferenciar composiciones de funciones.

Antes de desarrollar las reglas de diferenciacién es necesario establecer un teorema obvio pe-
ro muy importante que dice, més o menos, que la gréfica de una funcién no puede romperse en

un punto donde dicha funcién es suave.

TEOREMA ({J) Ser diferenciable implica ser contimza

Si f es diferenciable en x, entonces es continua en x.

DEMOSTRACION Como f es diferenciable en x, sabemas que existe

o FEER — 76
h—0 h

Utilizando las reglas de los limites (Teorema 2 de la Secci6n 1.2), tenemos que

. e (et h) - fx)
gl_rgg](fmm—ﬂx}}—la_rgg( )

Esto es equivalente a Pna Sl + k) = f(x), lo que indica que f es continua en x.

S

) (h) = (F(x))(0) =0

—

Sumas y productos por constantes

La derivada de una suma (o diferencia) de funciones es la suma (o diferencia) de las derivadas
de las funciones. La derivada del producto de una funcién por una constante es la misma cons-

tante multiplicada por la derivada de la funcién.

TEOREMA €J) Reglas de diferenciacion de sumas, diferencias y producios por constantes

Si las funciones f y g son diferenciables en x, y C es una constante, entonces las funciones

f+g f— gy Cf son diferenciables en x y

(f+g'@=r&+gkx
-2 =r-gx
(Cf)'(x) = Cf x)

DEMOSTRACION Las tres demostraciones son directas, utilizando las reglas de 1imites

correspondientes del Teorema 2 de la Seccién 1.2, Para la suma, tenemos que

f+obk+h-(f+2K

(f+g'k= 11_:33

k
— lim (flc+ h) + gl + ) — (flx) + glx)
h—0 h
- (f(x+.&} =) +g£x+h} —g(x})
h—0 h h

=f) +g'k)
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dado que el limite de la suma es la suma de los limites. L.a demostracién para la diferencia
es similar, Para el caso de la multiplicacién por una constante, tenemos que

. Cfc+h) - Cf)

(Cf)Y (x) = lim ;
o St R) - fx)
= ]ﬂ h = Cf'(x)

I

La regla de diferenciacién de sumas se puede ampliar a cualquier suma de un nimero finito de
términos:

A+t tRY=fitht - +f, *}
Para ver esto se puede utilizar una técnica denominada imduccén matemdtica (véase la nota
que sigue). E] Teorema 2 demuestra que el caso de n = 2 es cierto, Este es el PASO 1, Para el

PASO 2 debemos demostrar que si la formula (*) se cumple para algtn entero n = k = 2, enton-
ces debe cumplirse también para n = k + 1. Por tanto, supongamos que

A+t +R=fitfrt - +fi

Inducdiin matemddica
La induccién matemética es una técnica para demostrar que una afirmacién sobre un entero » es
cierta para todo entero n mayor o igual que algin entero inicial . La demostracién se realiza en
dos pasos:

PASO 1. Se demuestra que la afirmacién es cierta para n = ny.

PASO 2. Se demuestra que si la afirmacién es cierta para algin entero n = k, siendo k = n,,

entonces es también cierta para el siguiente entero superior, n =k + 1.

El paso 2 evita que haya un entero minimo mayor que n, para el que la afirmacién sea falsa, Si
es cierta para n,, debe ser cierta también para todos los enteros mayores.

Tenemos entonces que

A+t +hthied
=it At AR )
Sea f esta funcién
= (f+fi+1)'  (Ahora se usa el caso conocido n = 2)
=
=h+ft -t it i

Una vez verificados ambos pasos, podemos decir que (*) se cumple para » > 2 por induccién.
Por tanto, se cumple en particular que la derivada de un polinomio es la suma de las derivadas
de sus términos.

w Calcule las derivadas de las funciones

(@) 22 — 5% + 4x + 7, (b)f(x)=5ﬁ+§—18, {c)y=%:“—317“'3

Solucién Todas las funciones son sumas de funciones multiplicadas por constante, que ya sabemas cd-
mo diferenciar:
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(a) dix(zf—5x2+4x+7)=2(3x2)—5{zx)+4(1)+n=6x2—1ox+4

1 1 5 3
(b) f&]=5(2_\/§)+3(_ﬁ)_0=ﬁ_17

By k.. 74!:3 A, -
(c]dr_Tmr] 3(3: —?r Tt ’

=
m Calcule la ecuacién de la tangente a la curva y =

x= —2.

en el punto de la curva donde

Solucién Six = —2, entonces y = 14, La pendiente de la curva en (—2, 14) es

2 der o)

La ecuacién de la tangente es entonces y = 14 — 11{x + 2), oy = —11x — 8,

Regla del Producto

La regla para diferenciar un producto de funciones es un poco mas complicada que la de las su-
mas. No es verdad que la derivada de un producto sea el producto de las derivadas.

TEOREMA (€)) Regla dd Producto
Si las funciones f y g son diferenciables en x, entonces el producto fg es también diferen-

ciable en x y
(f2)'(x) =f(x)gl) +fl)g'(x)

DEMOSTRACION Escribiremos el cociente de Newton de fg y sumaremos 0 al nume-
rador de forma que nos permitird considerar separadamente los cocientes de Newton de f

y&
(fe)'() = lim Sl + hgle +h) - flx)gl)
h—0 h
— iy SO T PEl T B) — f)gle + B) + /g + h) —fE)gh)
h—0 h
i h o
=E’3(ﬂx+!ﬁ f(x]g(x"i'k} +f[x}g(x+ ; g(x})

=gk + fx)gx)

Para obtener el resultado final hemos utilizado el hecho de que f y g son diferenciables y
de que, por tanto, g es continua (Teorema 1), asi como las reglas de limites del Teorema 2
de la Seccién 1.2, La Figura 2.19 es una demostracién grafica de la regla del producto.

.
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Demostraciin grifica de la regla de producto
Tenemos que u = f(x) y v = glx), de forma que el 4rea rectangular uv representa a f(x)g(x). Si x

cambia una cantidad Ax, los incrementos correspondientes de u y v son Au y Av. El cambio en el
area del rectangulo es

Alww) = (u + Au) (v + Av) — wv
= (Auw)v + u(Av) + (Au)(Av)

que es la suma de las tres 4reas sombreadas. Dividiendo por Ax y tomando el limite cuando

Ax — 0 obtenemos
il: v} = i v+ u 4
dr dx dx

ya que
Au du
lim —Av=—x0=0
Ax—0 Ax
u Ay AuAv
. '
uy Ll AN T

u Au Figura 2.19

m Calcule la derivada de (x* + 1)(x* + 4), utilizando y sin utilizar la regla del producto.
Solucion Usando la regla del producto, f(x) = x* + 1y glx) = x* + 4, con lo que se calcula

fx((x‘? + 163 +4) = 266> + 4) + 6F + 1) (%) = 5x* + W® + 8

Por ofra parte, se puede calcular también la derivada multiplicando los dos binomios y diferenciando el po-
linomio resultante:

i 3 _i 3 i 4
dx[(x’*+1}{x +4})-dx(x5+x +4x° + 4) =5 + 3 + 8Bx

n & 3 2
Ejemplo 4 Caiculegsiy-(z x+x)( x x).

Solucion Usando la regla del producto, siendo f y g las funciones encerradas entre paréntesis, se ob-

tiene
(Yo (D

5 12

=8t
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Sea y = uv el producto de dos funciones u y v. Calcule y'(2) st u(2) = 2, w'(2) = —5,
v(2)=1yv(2) =3

Solucién Usando la regla del producto, tenemos que
¥ = (w) =uv+w
Por tanto,

y'@) = (@2o(2) +u@v(@) =(-5(1) +@B) =-5+8=1 -

ST TR Utilice induccion matematica para verificar la formula fiix ¥" = nx"~" para todos los ente-
ros positivos .

d
Solucién Para » = 1, la férmula dice que o x'=1=1x" por lo que en este caso la férmula es verda-

dera. Debemos demastrar ahora que si la férmula es verdadera para » = k > 1, es también verdadera para
n =k + 1. Por tanto, supongamos que

d
Exi-=h:k—l

Utilizando la regla del producto, se calcula

d d
— = R = () + 6O =k + Drf = e+ D
dx dx

Entonces, la formula es verdadera también para n = k + 1. La férmula es verdadera para todos los enteros
n = 1 por induccion. -

La regla del producto se puede extender a productos de cualquier nimero de factores. Por
ejemplo:

(fgh)'(x) = £ () (gh) (x) + £ (x) (gh)' (x)
= f)g)hb) + g (xhb) + fx)gh)h'(x)

En general, la derivada de un producto de » funciones tendra » términos, Cada término sera
el mismo producto, pero con uno de sus factores sustituido por su derivada:

Uifofs ) =filefar S T fiSofar Sy + oo+ fifofaoo o

Esto se puede demostrar mediante induccién mateméatica. Véase el Ejercicio 54 al final de esta
seccion,

Regla de la Inversa

TEOREMA () Regda de Ia Inversa

Si f es diferenciable en x y f(x) # 0, entonces 1/f es diferenciable en x y

1V, . -
(7) o) = (f())?
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DEMOSTRACION Utilizando la definicién de derivada, se calcula

1 1
d 1 _ . fath) fB)
dxf(x}_:]ﬂ h

f® — b+ B

i hi(x+ h)f(x)
o =1 flx+h) — fx)
= (f[x+k}f(x}) p
_ -1
- (fw)?

Para obtener el resultado hemos utilizado la continuidad de f (Teorema 1), asi como las
reglas de limites de la Seccién 1.2,

)

®
SETGT W Diferencie las funciones
1 _ 1
@ vy ®fO=—7
t+=
t
Solucién Utilizando la Regla de la Inversa:
d 1 _ —2x
@) e\ +1) &F+1)°
-1 1 o i o B B
| e ;
N

La Regla de la Inversa se puede utilizar para confirmar la regla general de la potencia para
enteros negativos:

%x"’ = —px !
que ya hemos demostrado para enteros positivos. Tenemos que
d _, d1 —nx" ! e
& @

SETGTALE: N (Diferenciacién de sumas de inversos)

d (F*+x+1 dsa 1 1

=l —= =5 l-%sr=s

dx X delx x° x
B
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Regla del Cociente

La Regla del Producto y la Regla de la Inversa se pueden combinar para obtener una regla de
diferenciacion del cociente de dos funciones. Obsérvese que

d (fx)\_d g'lx)
dx(gtx}) dx(f(x g(x) ﬂ"}gcx} ﬂ"}( (g(x}})
_ g6 — g
€®)’

Por tanto, hemos demostrado la siguiente regla del cociente.

TEOREMA () Regla dd Cociente

Si f y g son diferenciables en x y g(x) # 0, entonces el coclente f/g es diferenciable en x y

( ) = gh)f(x) = fl)g k)
(g()*

. |

Algunas veces los estudiantes tienen problemas para recordar esta regla. Si los términos del nu-
merador invierten su orden el signo final cambiard. Es importante recordar (y utilizar) la regla
del cociente de la siguiente forma:

(denominador) x (numerador)’ — (numerador) x (denominador)’
(denominador)?

(cociente)’ =

(TG0 R: N Calcule las derivadas de

1 —x* J a+ bl
@ y= T (b) 3 5 7 (c) f6) = el
Solucion En todos los casas se emplea la Regla del Cociente,

dy (L4920 -(1-x)2) &
dx (L + 597 T+ A

o 5 ‘_/‘;)=

dr\3

(a)

1
( —53]2—\ﬁ—\/;(— 34
(3 — 50 2./t - 50

(m + n6)(b) — (a + bb)(n)  mb — na
(m + nf)?  (m + nb)?

© r@)=
|

En los tres casos del Ejemplo 9 la Regla del Cociente produce fracciones con numeradores que
son complicados, pero que se pueden simplificar algebraicamente. Es recomendable intentar rea-
lizar este tipo de simplificaciones al calcular derivadas, ya que la utilidad de las derivadas en
aplicaciones de calculo depende muchas veces de esas simplificaciones.
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(ST TGN Calcule las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (— 1, 0) y son tangentes a la
curvay = (x — 1)/(x + 1).

Solucion El punto (—1, 0) no esta en la curva, por lo que no es el punto de tangencia. Supongamos que
una recta es tangente a la curva en x = a; entonces el punto de tangencia es (a, (@ — 1)/(a + 1)), Notese
que a no puede ser — 1. La pendiente de la recta debe ser

H| _@+d)-G-DO)| _ 2
dr|_, (x + 1)? —e (@t 1)?
Si la recta pasa ademés por (—1, 0), su pendiente debe ser
-
ﬂ+l_0 a—1

a—{—1)
Igualando las dos expresiones de la pendiente, se obtiene una ecuacion de la que se puede despejar a:
a—1 2

(@ + 1)

(a + 1)*

@r1 ~°

Por tanto @ = 3, y la pendiente de la recta es 2/4* =
y es tangente a la curva, y su ecuaci6n es

1/8. Sélo hay una recta que pasa por el punto (—1, 0)

1
y=0+§(x+l) o x—8+1=0

Observacion Las derivadas de cocientes de funciones en las que el denominador es un
monomio, como el caso del Ejemplo 8, se pueden resolver en general més facilmente separando
el cociente en varias fracciones (como hicimos en ese ejemplo), en vez de utilizar la Regla del
Cociente,

Ejercicios 2.3

En los Ejercicios 1-32, calcule las derivadas de las 18 y = le 14 y= :
funciones dadas. Simplifique sus respuestas siempre que + d—x
sea posible, 2
15 /() = 57— 18 g() =——
1 W —5x—7 2 4x1? : s -
s = —ax — = 4y —_—
Y Y x _1—4):2 u\/;_g
17. f&x) = 5 18 g(u) =
R f=aF+Bx+C 6 2 e
4 fx)=—+—5—2
Ll L gy s E
o y=— = ]
5-2=-'.l' 1533 ny=x45_x—45 \/E f:fz
3 —dx + 2t
7.g{x)=z'f3+2:”4+3:”5 B /6=37% e
3 5 1+ ./t X —4
8y=3 A, 2 a9 =y — Rl — =
y=3J¢ f umgxF-gx iy 24 f() =
10. Flx) = (3x — 2)(1 — 5%) ax+ b £+ T7t—8
> 25 f&x) = 28 F) = 53—
1 ex+d F—r+1
Ay ‘[( _x__) 12 ) =23 27. f(0) = (1+ (1 + 29(1 + 30)(1 + 49
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2 )= +r7 -+ +1) 45. Calcule las coordenadas de los puntos donde la curva
1
ﬂy=(xz+4]{\/;+1)(5x2’3—2) y=mﬂeneunatangentelnﬁzontal.
30 y= W 46. Calcule las coordenadas de los puntos de la curva
(F+2)63+ 1) el
5 e w5 donde la tangente es paralela a la recta
3. y = _z
2x + o
3+ 1 47. Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto
3 B B (0, b) y es tangente a la curva y = 1/x. Suponga que
e 1< WFm 0@ -9 -5) -
Jx(3 + 20)

+48 Demuestre que la curva y = »® corta a la curva
Calcule las derivadas en los Ejercicios 33-36, sabiendo que y=1 f\/; formando 4ngulos rectos.

L e 48, Obtenga dos rectas que sean tangentes a y = x° y pasen

- i(/i)\. i i(f_(’—‘])L por el punto (2, 8).

dx \f(x) ) k=2 dx \ X =2 50. Obtenga dos rectas que sean tangentes a y = x*/(x — 1)
gc d {xzf(x])L d ( ) )L y pasen por el punto (2, 0).,

dx =2 dx \&& + f(x) / |,z 51. (Regla de la Raiz Cuadrada) Demuestre que si f es

i E d (H1+ \ﬁ] diferenciable en x y f(x) >0, entonces
37. Calcule e +4)L_2 38 Calcule 53(75—: )Ld d o - )
Jx dx 2/ f&x)

3. Si flx) = . calcule f'(2). Utilice la Regla de la Rafz Cuadrada para calcular la

derivada de . /x* + 1.

52 Demuestre que f{(x) = |x°| es diferenciable en todo

40. Calcule % ((1 + (1 + 2001+ 30(1 + 4:)){
niimero real x, y calcule su derivada,

=0
41. Calcule la ecuacion de la recta tangente a

2
gl 4J—91191Pm110(1-—2)- Induccidén matemdtica
- X
53 Utilice induccién matematica para demastrar que
42. Calcule la ecuacién de la tangente y la normal a d n
¥+l — ¥"% = — x® =1 para todo entero pasitivo n. Utilice
y= enx =2, dx 2
x—1 a continuacién la Regla de la Inversa para obtener el
48. Calcule los puntos de la curva y = x + 1/x donde la mismo resultado para enteros n negativos,
recta tangente es horizontal. 54 Utilice induccién matematica para demostrar la
44 Calcule las ecuaciones de todas las rectas horizontales férmula de la derivada de un producto de a funciones,
que son tangentes a la curva y = ¥*(4 — x7). que se present6 anteriormente en esta secci6n,

» XYWl Regla de la Cadena

Aunque ya sabemos diferenciar ,/x y 2 + 1, todavia no sabemos diferenciar ,/x? + 1. Para ello
es necesaria una regla que nos diga cémo diferenciar compeosiciones de funciones cuya derivada
ya conozcamos. Esta regla se conoce con el nombre de Regla de la Cadena y es la regla de dife-
renciacién que se utiliza més a menudo.

m La funcion ﬁ es la composicion f(g(x)) de f(u)=$ y glx)=x*—4, cuyas derivadas son

7 =f71 y gk =2x
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De acuerdo con la Regla de la Inversa (que es un caso especial de la Regla de la Cadena),

d d 1 —2x -1
af-(g[x}] =£()‘,‘2—4)= {132—4]2= &2_4)2 [21‘)
=/(glx) g &)

Este ejemplo sugiere que la derivada de una funcién compuesta f(g(x)) es la derivada de f
evaluada en g(x) multiplicada por la derivada de g evaluada en x. Esto es la Regla de la Cadena:

£ flat) =/ W)

TEOREMA () Regla de I Cadena
Si f(u) es diferenciable en u = g(x) y g(x) es diferenciable en x, entonces la funcién com-
puesta fog(x) = f(g(x)) es diferenciable en x y
(fog)'(x) = f(gl))g'(x)
e

En forma de la notacién de Leibniz, si y = f(u), siendo u = g(x), entonces y = f(glx)) y:

en u, y cambia con tasa % veces el cambio de u.
; du ;
en x, # cambia con tasa & veces el cambio de x.

Por tanto, en x, y = f(u) = f(g(x)) cambia con tasa % X g veces el cambio en x. Es decir:

g= % % donde % se evalia en u = g(x)
Aunque parece que el simbolo du se cancelaria en el numerador y el denominador, esto no tiene
sentido, ya que dy/duno se define como el cociente de dos cantidades, sino como una tinica can-
tidad: la derivada de y con respecto a w.
Podriamos intentar demostrar el Teorema 6 escribiendo

M

Ax  Au Ax
y tomando limites cuando Ax — 0. Esa demostracion serfa valida para la mayoria de las funcio-
nes compuestas, pero no para todas (véase el Ejercicio 46 al final de esta seccién). Mas adelante
en esta seccién se proporcionard una demostracion correcta, pero es mejor presentar previamente
unos ejemplos para tener una idea més clara de cémo funciona la Regla de la Cadena.

m Calcule la derivada de y = /»* + 1.

Solucién Tenemos que y = f(g{x)), stendo f(u) = \/E y glx) = x* + 1. Como las derivadas de /'y g

s0n

f ) = y gl =2

1
2 /u
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La Regla de la Cadena indica que

&2 = :
dx—dxﬂg{x)) fgk)-g'(x)
1 1 X
- - = ———={2y) =
N zi) 2.fx2+1{ } ¥+ 1

Generalmente, al aplicar la Regla de la Cadena, no se introducen simbolos para representar
las funciones que se componen, sino que se procede a calcular la derivada de la funcién «exter-
na» y a multiplicarla por la derivada de la funcién «interna». Podemos decir entonces: «la deri-
vada de f de algo es f” de ese algo, multiplicada por la derivada de ese algo».

Funciones infernas y externas

En la funcién compuesta f(g(x)), la funcién f es «externa» y la funcién g es «interna». La Regla
de la Cadena dice que la derivada de la funcién compuesta es la derivada f” de la funcién exter-
na evaluada en la funcién interna g(x) multiplicada por la derivada g'(x) de la funcién interna:

< ) = (et x g9

m Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
1 174
@ (x-3)' O f@=1-1, y ( (3x+m)

Solucién

(@) Aqui, la funcién externa es la décima potencia. Debe diferenciarse primero y el resultado multiplicarse
por la derivada de la expresién 7x — 3:

d

= (Tx — 3)'° = 10(7x — 3)°(7) = 70(7x — 3)°

(b) En este caso estamos diferenciando el valor absoluto de algo. La derivada es la funcién signo de ese
algo, multiplicada por la derivada de ese algo:

B 2t st t<—-1lot=>1
fm={sgn(:2—1mzﬂ=2’ff—1”={—z: I ——
! | indefinida si r= +1

(c) Aqui es necesario usar dos veces la Regla de la Cadena. Se comienza por diferenciar la potencia 1/4 de
algo, pero ese algo contiene la potencia —3 de 2x + 1, y para derivar eso serd necesaria de nuevo la
Regla de la Cadena:

d 1 '«“’_1 1 /el 1
E(3x+{2x+1)3) _E(3x+{zx+1)3) E(3x+(zx+1)3)
9 ) _Sﬂs Sy
() Cmrmaer)

1
4
3 2 1 TS
"1 (1 (2t 1)“) (3x T 1)3)
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Cuando ya estemos familiarizados con la Regla de la Cadena, podremos ahorrar pasos realizando toda
la operaci6n en un solo paso:

d 1 M 3 1 = 3

a(&”m) =1(3”m) (*m“’)
3 2 1 =
=1(1‘m)(3”m) 5

El uso de la Regla de la Cadena produce productos de factores que no aparecen en el orden en el
que se escriben de forma natural, por lo que muchas veces se modificara el resultado para escri-
bir los factores en un orden diferente, Esto es obvio en los apartados (a) y (c) del ejemplo ante-
rior. En monomios (expresiones que son producto de factores), es habitual escribir los factores
en orden de complejidad creciente de izquierda a derecha, colocando primero los factores numé-
ricos. Hay ocasiones en las que no merece la pena gastar tiempo realizando estas operaciones.
Una de ellas es cuando deseamos particularizar 1a derivada en un valor concreto. En ese caso, se
sustituye el valor tan pronto como se pueda tras calcular la derivada, antes de realizar modifica-
ciones de orden o simplificaciones:

£ o 10
Lo

= 1062 - 3}9(2x}L = (10)(1°)(4) = 40

2 =2

(ST TGl Suponga que f es una funci6n diferenciable en la recta real. Exprese en funcién de f, o
[ las derivadas de:

@ fBx), b &5, () flaf&), y (@ [FB—2r6N"
Solucién

d
@) = (@) = (£@))(3) = 37(x)

d
(b) -~ S0 = (&) (2x) = 2xf ()

d

€ 2 f@f&) = (Ff ) (S &) = af &) f @f0d)

d
d ——F@- 2101 = 4[/B — 2/ B8 - 2/ W) (-2, k)
= =8B — 2B — 2P

Célculo de derivadas con Maple

Los sistemas de 4lgebra por ordenador conocen las derivadas de funciones elementales y pueden
calcular simbélicamente las derivadas de combinaciones de esas funciones, utilizando las reglas
de diferenciacién, El operador b de Maple se utiliza para calcular la derivada p(£) de una fun-
ci6én £ de una variable, Alternativamente, se puede utilizar di £f para diferenciar una expresién
con respecto a una variable y emplear después la rutina de sustitucién subs para particularizar el
resultado en un nimero concreto.

> £ = x—>> sqrt(l+2%*x 2);

fi=x-o .1+ 2x*
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> fprime :=D (£f};

> fprime (2);

> diff(t 2*sin(3*t),t);

> simplify(subs (t=Pi/12,

X

1+ 2%

Jprime :=x— 2

L3 |

2t sen (3t) + 3¢% cos (3¢t)
5¥) ¢

1 1
Enﬁ'f‘%ﬂzﬁ

Uso de la Regla de la Cadena en las férmulas de diferenciacion
Sea u una funci6n diferenciable en x e y = «”". La aplicacién de la Regla de 1a Cadena produce

f{ ﬂ:=§£::55§3==nuﬂ-1£5
" i duds dx
La formula
d . _ du
dxu—nu" -

es simplemente la féormula % x" = nx"~! donde se ha incluido la aplicacién de la Regla de la

Cadena para que se puede emplear con funciones de x, en vez de sélo con x. Algunas ofras re-
glas de diferenciacién donde se puede aplicar la Regla de la Cadena son:

d 1\ _ —1du
E(ﬁ)_7ﬁ
d - 1 du
&Y 9 fudx
d » r—ldu
g

du
a|u|=sgnua

(Regla de 1a Inversa)
(Regla de la Rafz Cuadrada)
(Regla General de la Potencia)
u du
— (Regla del Valor Absoluto)

Demostracion de la Regla de la Cadena (Teorema 6)
Sea f una funcién diferenciable en el punto # = g(x), con g una funcién diferenciable en x. Sea

la funcién E(k) definida as:
E(0)

E(k) =

Slu+k —fl)
k

fw), siks#0
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Por definicién de derivada, lim,_o E(k) = f (u) — f'(u) = 0 = E(0), por lo que E(k) es continua
en k = 0. Ademas, sea &£ = 0 o no, tenemos que

S+ k) = flu) = (f) + Ek)k
Sea ahora u = g(x) y k= glx + h) — g(x), de forma que u + k = gl(x + &), con lo que se obtiene

flgle + R) = flgk)) = (£ gh) + ER)(glx + k) — glx))

Como g es diferenciable en x, lim,_, [g(x + &) — g(x)]/h= ¢ (x). Ademés, g es continua en x
por el Teorema 1, por lo que lim;_ k = lim,_q (glx + A) — glx)) = 0. Como E es continua en 0,
lim,_,, E(k) = lim,_, , E(k}) = E(0) = 0, Por tanto,

d o flgle+ h) — flgle)
d—xﬂg&}}—lﬂg i

—

+ 1) -
= lim (7"(gt) + 506 E2 180

= (fgl) + 0)g'k) = f'gh))g (x)

como se queria demostrar.

—
Ejercicios 2.4
Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios 1-16. 2. x** = \/(x")
2 En los Ejerciclos 22-29, exprese las derivadas de las
Ly=@x+3° 2y= (1 - E) ﬁmci-:me'; dadas en flmcidipmd;e la derivada f* de la funcién
4 B0 diferenciable f.
 f=-a) . 5= 2. [(2+3) 23 f(5 — )
e
- i 1332
5 F(f) (2+z) & (1+57) u[},@)]ﬁ 25 ITIE
3
¥ = 8 (1-27)~%" 28 1(/3+20) 27. 13+ 2/%)
ﬂ.y=|1—x2| ln.f(f]=|2+1‘3| 28 f(2/(3/ () 28 f(2—3f(4— 50))
1 y=4x+

2
[4x — 1] 12 y= (2 + |x[H'# a(yx —1
1 m.Calculedx Z+1 )L,

—_ o\
By=—— 14.f(x)=(1+ —)
2+ +4 3 H.Calculed%‘ﬂ:—?
=3
1 —35/3 5 f B

1. z=(u+ ) 16 y = LA ILS 1

u—1 (4 +x9° BS1 o) = et 4.
17. Dibuje la grafica de la funcién del Ejercicio 10.
18 Dibuje la gréfica de la funcion del Ejercicio 11. 3. Siy= (" +9)"7 calcule y L ,

VEﬂﬂqm que se cul'nple la Reg].a General de la Potencla en 34 Calcule F[:':l:l si F'(x) - (1 4 X){z i x)ﬂ{g +x)3[4 +x:l4..

los Ejercicios

19-21,
+35. Caleule ' st y = (x + ((3x)° — 2) 719 ~% Intente

18 =/ fx 2o X = /x /x hacer todo en un paso.
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En los Ejercicios 36-39, calcule la ecuacién de la recta dy N ()

tangente a cada curva en el punto dado. = | = sly=@+1D)E+2E +3)( + 4 +5)
i N e N

38 y= 1+2i;nx—2 M r)si i) = R

F.y=Q1+x)Fenx=—1 45. ;Permite la Regla de la Cadena calcular las derivadas

38 y=(ax+b%enx=hb/a de [x[* y |x*| en x = 07 ; Tienen derivada esas

funciones en x = 07 jPor qué?

| y=1/0F—x+3)¥ax=-2
+4B ;Qué es incorrecto en la siguiente «demostracién» de

40. Demuestre que la derivada de f(x) = (x — @)™ — b)" la Regla de la Cadena? Sea k = glx + h) — g(x).

se anula en algiin punto entre @ y b sl m y n son Entonces lim;,_,, &£ = 0. Por tanto,

enteros positivos. _— flegl + h) — flglx)
Utilice Maple u otro sistema de 4lgebra por computador a0 h
para calcular y simplificar las derivadas de las funciones de flglx + k) — flglx) glx+ h) —glx)
los Ejercicios 41-44, G e 5

e L fgk) + B — f(gx)) glx + h) — g)
a4, y= x+1+{x2+1]3"2 =1_1i1‘1] . .
- _ 2 =

£y=(x 1) B‘% 9 D Sek)g

X

yR. @ Derivadas de funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas, especialmente el seno y el coseno, juegan un papel muy impor-
tante en el modelado matematico de fenémenos reales, Concretamente, aparecen siempre que las
cantidades que se manejan varian de forma peri6dica. Los movimientos eldsticos, las vibraciones
y las ondas de todo tipo involucran de forma natural funciones trigonométricas, y muchas leyes
de fendmenos fisicos y mecadnicos se pueden formular como ecuaciones diferenciales en cuyas
soluciones participan estas funciones.

En esta seccién vamos a calcular las derivadas de las seis funciones trigonométricas. En rea-
lidad, s6lo tendremos que trabajar en detalle una de ellas, 1a del seno, ya que las otras se pueden
deducir a partir de ésa utilizando igualdades conocidas y las reglas de diferenciacién de la Sec-
cién 2,32,

Algunos limites especiales

En primer lugar, es necesario obtener algunos limites trigonométricos necesarios para calcular la
derivada del seno. Se supone que los argumentos de las funciones trigonométricas se expresan en
radianes,

TEOREMA o Las funciones sen @ y cos # son continuas para todo valor de 6. En particular, si @ = 0 tene-
mos que
-+ lim senf =sen0=0 y lim cos® =cos0=1

=0 =0

Este resultado es inmediato observando las graficas del seno y del coseno, por lo que no lo de-
mostraremos aqui. Una demostracién se basa en el Teorema del Sandwich (Teorema 4 de la Sec-
cién 1.2), y se sugiere en el Ejercicio 62 de la presente seccion.

La grafica de la funcioén y = (sen)/6 se muestra en la Figura 2.20. Aunque no estd definida
en @ = 0, la funcién parece tener limite 1 cuando @ tiende a 0.
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Figura 2.20 Parece que m (sen @)/8 = 1.

TEOREMA () Un impartante limite trigmomérico

]jmﬂﬂ=1 (con 0 en radianes)
a0 0

DEMOSTRACION Sea 0 < 0 < n/2, y representemos @ como se muestra en la Figura
2.21. Los puntos A(1, 0) y P(cos 6, senf) estan sobre la circunferencia unidad x* + 3* = 1.
El 4rea del sector circular QAP est4 comprendida entre las dreas de los tridngulos OAP y

QAT
Area A OAP < Area sector OAP < Area A OAT

T=(1, tan &)

P=icosd, sen )
1

fe) a I A=(1, 0)

Figura 2.21 Area A OAP < Area secior OAP < Area A QAT

Como se demuestra en la Seccién P.7, el 4rea de un sector circular de angulo @ (radianes) y
radio 1 es /2. El 4rea de un tridngulo es (1/2) x base x altura, por lo que

Area A OAP = % (1) (sen®) =se;16
1 sen(
AmaAOAT—E(l} (tan §) = T

Entonces,
senff 0 senf

2 ~2  2cosf
o, tras multiplicar por el nimero positivo 2/sen#,
o 1

[
senfl cosf

Si ahora tomamos inversos, cambiando por tanto el orden de las inecuaciones:

senf
1>——>cos0

0
Como lim cos® = 1 por el Teorema 7, la aplicacién del Teorema del Sandwich produce
f=0+
sen @
lim ——= 1

0—0+ 0O
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Finalmente, nétese que sen@ y @ son funciones impares. Por tanto, f(f) = (sen@)/0 es una
Suncién par: f(—6) = f(f), como se muestra en la Figura 2,20, Esta simetria implica que el
limite por la izquierda en 0 debe ser igual al limite por la derecha:

- sent) _ 1= lm segﬁ

o0— @ g0+

por lo que }}m% (sen@)/0 = 1, por el Teorema 1 de la Seccién 1.2
e

El Teorema 8 se puede combinar con las reglas de los limites y con igualdades trigonométricas
conocidas para obtener otros limites trigonométricos.

cosh—1
Eiemplo 1 JIRE

Solucién Utilizando la férmula del 4ngulo mitad cosh = 1 — 2sen” (/2), se calcula:

h—1 2 sent (/2
i PG5 . . R

E—0 h k=D h

s {i E R  Be E  mel
-0 0

Derivadas del seno y el coseno

Para calcular la derivada de senx hay que usar la férmula del seno de una suma (véase la Sec-
cién P.7):

sen (x + k) = senxcosh + cosxsenh

TEDHEMAo La derivada de In fimacitn semo es la fimciém cosenn.

d senx = cos
— SeNx = COSX
dx

DEMOSTRACION Se utilizan la definicion de derivada, 1a férmula del seno de una su-
ma, las reglas de combinacién de limites, el Teorema 8 y el resultado del Ejemplo 1:

d sen (x + ) — senx
—senx = lim
dxs # h—0 h
senxcosh + cosxsenk — senx
= lim
h=0 h
senx (cosh — 1) + cosxsenh
= lim Eh ) %
h=0 h
cosh— 1 senh
= lim senx+lim —— + lim cosx+lim ——
h=0 R0 h h—0 h=0 h

= (senx)+ (0) + (cosx)+ (1) = cosx

.
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TEOREMA () La derivada de I fimcidn coseno es o negativo dela funcidn seno.

dms sen
dx

DEMOSTRACION Podriamos repetir la demostracion anterior del seno, utilizando la
formula del seno de la suma cos (x + ) =cosxcosh—senxsenh, Una forma més sencilla es
utilizar las férmulas para angulos complementarios, sen ((%/2) —x) =cosx y cos ((%/2) —x) =
=senx, y la Regla de la Cadena de la Seccion 2.4:

i - i E —_ ( 1] E =
i Cosx = dx Sen 9 X | = Cos 9 X|= Senx
_

Nétese el signo menos en la derivada del coseno, La derivada del seno es el coseno, pero la deri-
vada del coseno es menos el seno. Esto se muestra graficamente en la Figura 2.22.

y

¥ o=sen X

/ % Figura 222 Grafica conjunta del
\X/ seno y el coseno. La pendiente de la
3 ¥V =Co8X

curva del seno en x es cosx, y la

pendiente de la curva del coseno
€N x es —Senx,

m Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
@ sen (mx) +cos(3x), (b) Psenyfx, y (¢) ——

1 — senx
Solucién
(a) Aplicando la Regla de la Suma y la Regla de la Cadena:

;ix (sen (mx) + cos (3x)) = cos (nx)(n) — sen (3x)(3) = n cos (mx) — Isen (3x)

(b) Aplicando las Reglas del Producto y de la Cadena:
1 1
£ (xzsen\/.;} = 2xsen./x + x*(cos ﬁ] —= Exsen\/;+ —ngzcos\f;
dx 2\/; 2

(c) Aplicando la Regla del Cociente:

d oS x ) _ (1 —senx)(—senx) — (cosx)(0 — cosx)
(1 — senx)®

dx

1 —senx

—senx + senzx + CO'SEx
- (1 — senx)?

1 — senx 1

"~ (1—senx)? 1 —senx

donde se ha utilizado la igualdad cos®x + sen’x = 1 para simplificar la expresién de la linea central,
H
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Utilizando férmulas trigonométricas se puede modificar a veces la forma de calcular la derivada.
Diferenciando de diferentes formas se pueden obtener respuestas que parecen distintas, pero que
deben ser iguales si no se han cometido errores.

m Utilice dos métodos diferentes para calcular la derivada de la funcién f(f) = senzcost.
Solucién Por la Regla del Producto,
() = (cost)(cos#) + (sens)(—sens) = cos’t — sen’t

Por otra parte, como sen (2¢) = Zsentcos¢, tenemos que

d (1 1
£ = = (E sen (2 ]) = (E) (2) cos (2f) = cos (21)

Las dos respuestas son realmente la misma, ya que cos (2) = cos”¢ — sen®t, x

Es muy importante recordar que las férmulas de las derivadas de senx y cosx se han obtenido
bajo el supuesto de que x se mide en radianes. Como 180° = n radianes, x° = nx/180 radianes.
Por la Regla de la Cadena,

d d X i) T T
Exmw’—zxsm(ﬁ)—ﬁ‘m(@)—ﬁmm

Anslogamente, la derivada de cos(x°) es (—n/180) sen (x°).

¥ v = sen{x®) = sen(mwx/180)

O T AL
; AT

~ Figura 223 sen (x”) oscila
mucho més lentamente que

senx, Su maxima pendiente
v =senx 180 es /180,

Derivadas de otras funciones trigonométricas

Como senx y cos x son diferenciables en todos sus valores, las funciones

senx 1
tanx = — secxy=——
COSx Cosx
COSx 1
cotx = — CsCx ———
senx senx

son diferenciables en todos los valores de x en donde estdn definidas (es decir, donde sus deno-
minadores son distintos de cero). Sus derivadas se pueden calcular aplicando las Reglas del Co-
ciente y de la Inversa, como se indica a continuacién:

itan = sec? isec = secxtan
7 [anx X o-secx xtanx

ict:t;:c:— —cscl x icscx— — ¢SC x cot x
dx dx
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Contimidad
Las seis funciones trigonométricas son diferenciables y, por tanto, continuas (por el Teorema 1)

en todos sus dominios. Esto significa que se pueden calcular los limites de la mayoria de las fun-
ciones trigonométricas cuando x — a simplemente evaluando dichas funciones en x = a.

Las tres funciones «co-» (coseno, cotangente y cosecante) tienen signos menos en sus derivadas,

ST Verifique las formulas de las derivadas de tanx y secx.
Solucion Para la tangente se utiliza la Regla del Cociente y para la secante, la Regla de la Inversa:

d d
cosx — (senx) —senx — (cosx)

itan i senx dx dx
de T dc\cosx) cos’x
_ cosxcosx — senx({—senx) cos’x + sen’x
B cosix T cos’x
1
=m2x=sec2x
d _ d 1 _ -1 d
ax = e \cosx _mszxdx{cmx)
=1 1 senx
=——(—senx) = ;
cos?x C0SX COSX
= secxtanx
|
d x 1 i x
[a) d_x I:SI +CG'[(E):| =34 I:—CSCE (E)]E— 3 —ECSCE (E)
d 3 d
(b) E(sen {a})'ﬁ hesc (2x)
= 3(—csc (2x) cot (2¢)) (2) = —Bcsc (2x) cot (2x) -

(ST TNl Calcule las rectas tangente y normal a la curva y = tan (nx/4) en el punto (1, 1).
Solucién La pendiente de la tangente a la curva y = tan (nx/4) en el punto (1, 1) es:

d| = @ n\ = o
al., ~iecn| ~5ee(5)-5(v2) -3

La tangente es la recta

y=1+g{x—1) o y=%—g+l
La pendiente de la normal es m= —2/x, por lo que su ecuacién punto-pendiente es
y=l—£(x—l] 0 y=—E+E+1
n A
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Ejercicios 2.5

1. Verifique la férmula de la derivada de
cscx = 1/(senx),

2. Verifique la férmula de la derivada de
cotx = (cosx)/(senx).

Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios
3-36. Simplifique sus respuestas siempre que sea posible,
Considere también la pasibilidad de simplificar la
expresion antes de diferenciarla,

X
3 y=cosdx ‘I.y=seng

& y =tanmx

7. y = cot (4 — 3v)
9 f(x) =cos(s— )
11. sen (mxd)

12 y= /1 +cosx

15 f(x) = cos(x + senx)

G y=secax

& y=sen((m —x)/3)
1Q y = sen(4x + B)
12 cos(\/%)
14 =n(2cosx)
16 g(f) = tan (Fsenf)

17. u = sen® (nx/2)
19. F(f) = senaicosaf

2. sen(2x) —cos (2x)
23 tanx + cotx
25 tanx — x

27. tcost — sent

18 y=wc(1/x)
sen afl
cos b

22 cos’x — sen’x

20 G(0) =

24 secx —cscx
28 tan (3x) cot (3x)
28 rsent + cost

senx cosx
1 +cosx 1+ senx
8. ¥ cos () 82 g() = \/ben ]t

sen /x
1+ cosy/x

m.v=SEC[x2]tan(x2) 34 -=

35 sen(cos (tan#))
38 f(s) = cos(s + cos(s + coss))

37. Sablendo que sen2x = 2senxcosx, deduzca que
cos 2x = cos’x — sen’x.

38 Sabiendo que cos2x = cos®x — sen’x, deduzca que
sen 2x = 25enxcosx.

En los Ejercicios 38-42, calcule las ecuaciones de las rectas
tangente y normal a las curvas y = f(x) en los puntos
dados.

38, y =seny, (x, 0) 40 y = tan (2x), (0, 0)

A y=[2c08(/4), (z,1) 42 y=cosx, (g %)

43. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva
y =sen (x°) en el punto x = 45,

44 Calcule la ecuacién de la recta normal a la curva
y =sec (x°) en el punto x = 80,

45. Calcule los puntos de la curva y = tanx,
—n/2 <x < m/2, donde su tangente es paralela a la
recta y = 2x.

48. Calcule los puntos de la curva y = tan (2x),
—n/4 <x < m/4, donde su tangente es paralela a la
recta y = —x/8.

47. Demuestre que las graficas de y = senx, y = cosx,
y =secx ey = cscx tienen tangentes horizontales.

48 Demuestre que las graficas de y = tanx e y = cotx
nunca tienen tangentes horizontales,

(Tienen las gréficas de las funciones de los Ejercicios
49-52 tangentes horizontales en el intervalo 0 <x < 2r? Si
es asi, ;dénde? 51 no, ;por qué no?

4 y=x+senx 3. y=2x +senx
5l. y=x + 2senx

Calcule los limites de las Ejercicios 53-56.

fan
53 lim ) 54 lim sec(l + cosx)

=0 X T

55 lim (* t n— mcostx
lm &° cscx cotx) 5. lim ms(—)

R y=x+2cosx

x=+ .12
57. Utilice el método del Ejemplo 1 para calcular
1l —caosh
R

S8 Calcule los valores de a y b que hacen que

ax + b,
S = {25enx+ Jcosx,

sea diferenciable en x = 0.

x<0
x=0

3. ; Cuantas rectas existen que pasan por el arigen y
son tangentes a y = cosx? Calcule (con una 55
precision de 6 decimales) las pendientes de las dos
rectas que tienen las mayores pendientes positivas.

Utilice Maple o algiin otro sistema de mateméticas por
computador para calcular y simplificar las derivadas de las
funciones de los Ejercicios 60-61.

d xcos(xsenx)
d_xx—l-ons[xcosx)L:n %



CAPITULO 2. Diferenciacion 151

¥

6l i(mmn (xz]_{ZxE+3:ISRDOS {IE))L=J . P=(cos ), sen )

X

&

+@2 (Continuidad del seno y el coseno) |

(@) Demuestre que

de la siguiente forma: utilice el hecho de que la
longitud de la cuerda AP es menor que la longitud
del arco AP en la Figura 2.24 para demostrar que

£ A=(1, 0
0 x

limsen@=0 y limcosf=1
G—=0 =0

sen?f + (1 — cos 6)2 < @° Py

Deduzca a continuacién que 0 < [senf| < 8] y (b) El apartado (a) indica que sen@ y cos@ son

que 0 < |1 —cos @] < |6]. Utilice ahora el
Teorema del Sandwich de la Seccion 1.2,

2.6

A

continuas en ¢ = 0. Utilice ahora las férmulas de
suma para deducir que son por tanto continuas
para todo 6.

El Teorema del Valor Medio

. fla),

Si salimos en un coche a las 13:00 horas y llegamos a una cuidad a 150 km de distancia del
punto de partida a las 15:00 horas, habremos viajado a una velocidad media de 150/2= 75 km/h.
Aunque no hayamos viajado a esa velocidad constante, debemos haber viajado a 75 km/h al me-
nos un instante en nuestro trayecto, porque si nuestra velocidad hubiera sido siempre inferior a
75 km/h hubiéramos recorrido menos de 150 km en dos horas, y si nuestra velocidad hubiera
sido siempre superior a 75 km/h, habrfamos recorrido mas de 150 km en dos horas. Para pasar
de un valor inferior a 75 km/h a un valor superior a 75 km/h nuestra velocidad, que es una fun-
cién continua con el tiempo, debe pasar por el valor de 75 km/h en algin instante intermedio.

La conclusién de que la velocidad media en un intervalo de tiempo debe ser igual a la velo-
cidad instantdnea en algin instante de ese intervalo es un ejemplo de principio matematico im-
portante, En términos geométricos indica que si 4 y B son dos puntos de una curva suave, enton-
ces hay al menos un punto C en la curva entre A y B donde la recta tangente es paralela a la
cuerda AB. Véase la Figura 2.25.

Figura 2.25 Existe un punto C en la curva donde

|
|
]
1
1
a

1
l
c b & la tangente es paralela a 4B,

El siguiente teorema postula de forma mds precisa el principio anterior.



